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Bemerkungen zur Holomorphentheorie der Ringe 
Von G. POLLÄK in Szeged 
Den Begriff des Ringholomorphs hat REDEI in [2] eingeführt. Es stellte sich 
heraus, daß im Gegensatz zum analogen gruppentheoretischen Begriff, ein Ring 
im allgemeinen mehrere Holomorphe hat. Deshalb hat die Frage der Aufstellung 
der Bedingungen, unter denen ein Ring nur ein Holomorph hat. eine zentrale 
Bedeutung bekommen. Mit dieser Frage haben sich der Reihe nach REDEI [2], 
SZENDREI [3], LEEUWEN [1] und neulichst WEINERT und EILHAUER [4] beschäftigt. 
Zur Zeit sind die folgenden hinreichenden Bedingungen für die Einzigkeif des 
Holomorphs eines Ringes R bekannt ' ) (N bezeichnet den Annullator von R, 
£{G) den Endomorphismenring der abelschen Gruppe G): 
I. R=R2 (LEEUWEN [1]), 
II . N = 0 (WEINERT—EILHAUER [4]), 
III. R = R2 + /V und £{N+) ist kommutativ (WEINERT— EIL.HAUER [4]) 
und die triviale Bedingung 
IV. <?(/?+) ist kommutativ. 
Alle übrigen, bisher erhaltenen Bedingungen folgen aus den obigen. 
1. Wir werden einen Satz beweisen, der die angeführten Resultate (außer IV) 
zur Folge hat. Dieser lautet: 
Hat der Ring R einen charakteristischen Unterring R', der ein einziges Holomorph 
hat, und ist dabei jeder Homomorphismus von R/R' in N dem Zerohomomorphismus 
gleich2) so hat auch R ein einziges Holomorph. 
Dem Beweis schicken wir zwei Bemerkungen voraus: 
1°) Ist v ein Homomorphismus von R in N, so ist die durch 
(1) v*a — av* = va (o^R) 
definierte Doppelabbildung v* ein Doppelhomothetismus. In der Tat, v* ist linear 
und für a,b^R gelten 
(av*)b=(va)b=0 = a(vb)=a(v*b), (V*Ö)V* =V*(«V*) , 
und, da Kerv bestehen muß, gilt auch 
v*(ab)=0 = (v*a)b, (ab)v* =0 = a(bv*). 
') Die unten vorkommenden Begriffe sind u. a. in [2] zu finden. 
2) Obige Bedingung läßt sich als Horn (/?+/(«'. R2)+, A r+) = 0 schreiben. 
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2°. Sind a, p Doppelhomothetismen von R, so ist die durch 
(2) va = (a.a)ß — a.(aß) 
definierte Abbildung v ein Homomorphismus von R in N. In der Tat, v ist offen-
sichtlich linear. Ferner gilt für beliebige, a,b£R 
(va)b = [(aa)ß-a(aß)]b = [(oia)ß]b-[<x(aß)]b= (a ä) (ßb) - a [(aß) b] = 
= (aa)(ßb)-a[a(ßb)]= 0, 
d . h . va£N. Ebenso haben wir 
v(ab) = [a(ab)]ß-a[(ab)ß] = [(<xa)b]ß-a[a(bß)] = 0 = v(a)v(b), 
d. h. v ist ein Homomorphismus.3) 
Der Beweis unseres Satzes ergibt sich jetzt schon leicht. Wir brauchen nämlich 
zu zeigen, daß aus den Bedingungen des Satzes folgt, daß jedes Paar a, ß von Doppel-
homothetismen befreundet ist. Da .aber R' ein charakteristischer Unterring von R 
ist, induzieren a und ß je einen Doppelhomothetismus von R' (nach [2], Satz 1). 
Da R' ein einziges Holomorph hat, muß va = 0 für a£R' sein (v ist definiert wie 
in (2)). Da endlich v nach 2° ein Homomorphismus von R in Wund nach dem eben 
Bemerkten iR'SKer v ist, haben wir v£r=0 für sämtliche a £ R . Dies bedeutet aber, 
daß a und ß befreundet sind, was zu beweisen war. 
Aus diesem Satz folgt, daß eine jede der Bedingungen 1—III hinreichend ist. 
Gilt I, so genügt es R' = 0 zu wählen, denn, wie schon bemerkt, R2 im Kern 
jedes Homomorphismus von R in N enthalten ist. 
Gilt II, so ist (1) bei R'=0 trivialerweise erfüllt. 
Gilt ITT, so können wir R'=N setzen. In der Tat gilt in diesem Falle 
Horn ( R + / ( N , R2) + , Af+) = Hom (R+/R + , N+) = 0. 
Dies zeigt sogar, daß in III statt R = R2 + N schon die schwächere Annahme 
R=(R2,N) ausreicht. 
Aus dem Satz folgt auch, daß R ein einziges Holomorph hat, wenn dies für 
ein Primideal p von R gilt, p ist nämlich charakteristisch (REDEI [2]) und .R/p null-
teilerfrei. 
Es genügt selbstverständlich auch, wenn R überhaupt keinen nichttrivialen 
Homomorphismus in TV hat (wir können dann wieder R' = 0 wählen). 
Ähnlich zum obigen Satze läßt sich zeigen: 
Hat der Ring R ein Ideal i; so, daß weder r, noch R/v einen nichttriuialen Homo-
morphismus in N haben, so hat R ein einziges Holomorph. 
Ist nämlich t ein solches Ideal, so bildet ein Homomorphismus (p:R-~N das 
Ideal r in N, also in 0 ab; dann ist aber <p eigentlich ein Homomorphismus von 
R/v in N, d. h. der Zerohomomorphismus. 
3) Diese (und teilweise auch die erste) Bemerkung beruht eigentlich auf der Tatsache, daß 
unter den Abbildungen von] R in einen Zeroring die Homomorphismen und Homothetismen 
zusammenfallen. 
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2. Als notwendige Bedingung für die Eindeutigkeit des Holomorphs ist nur 
folgendes bekannt: 
V. Hat R einen Zeroring mit nichtkommutativem Endomorphismenring zum 
direkten Summand, so hat R mehrere Holomorphe ( W E I N E R T — E I L H A U E R [4]). 
Als Spezialfall von V (und IV) entsteht aber die Tatsache, daß ein Zeroring 
dann und nur dann ein einziges Holomorph hat, wenn sein Endomorphismenring 
kommutativ ist (REDEI [2]). Mit Benutzung dieses Spezialfalles erweist sich V selbst 
afs ein Spezialfall der folgenden Tatsache: 
Hat R ein einziges Holomorph, so gilt dies für jeden direkten Summanden von R. 
Ist nämlich R — Rl + R2, und sind o, i zwei nichtbefreundete Doppelhomothe-
t-ismen von /?,, so sind o',-x', die wir durch 
o'(al + a2) = aa,, (i/, +a2)it' = axcj, 
t ' (oi +a2) = tö , , (a, + a2)x' = o, r (a, 6 R,, a2£.R2) 
definieren, nichtbefreundete Doppelhomothetismen von R. 
Jetzt möchten wir uns mit der Frage beschäftigen, wann ein direkter Summand 
ein charakteristischer Unterring ist. Die Antwort wird durch den folgenden Satz 
gegeben: 
Sei R = Ri + R2 eine direkte Summe und bezeichne N2 den Annullator von R2. 
Damit Ry ein charakteristischer Unterring in R ist, ist es notwendig und hinreichend, 
daß R, keinen nichttrivialen Homomorphismus in N-, hat (d.h. Horn (R+/(R2t)+,N2) = 0 
gilt). 
Ist nämlich V[ ein nichttrivialer Homomorphismus von Rx in N2, so ist die 
durch 
v(a, +a2) = i',«, 
definierte Abbildung v ein Homomorphismus von R in seinen Annullator /V. Nach 
der Bemerkung 1° ist dann die durch (1) definierte Doppelabbildung v* ein Doppel-
homothetismus von R. der dabei /?, nicht in sich selbst abbildet. Somit ist 7?, in 
diesem Fall nicht charakteristisch. 
Gibt es dagegen keinen nichttrivialen Homomorphismus v,, so sei a ein beliebi-
ger Doppelhomothetismus von R und . Um zu beweisen, daß 7?, charakteris-
tisch ist, genügt es zu zeigen, daß oa£ /?, gilt (für ao läßt sich das ebenso tun.) 
Wir setzen aa — a'+a" (a' d /?,, a" dR2) und xa = x'+ x" (x'd R\, x" d R2) für ein 
beliebiges xdR2- Dann gilt 
a"x = (aa)x = a(cix)—0, xa"= x(oa) =(.\a)a = x'a d , 
also auch xa" = 0. Somit ist ci-*a" ein Homothetismus von Rl in N2, dann aber 
auch ein Homomorphismus (siehe Fußnote 3)). Nach der Annahme muß dann 
a" = 0. aa = a' d R\ sein, was zu beweisen war. 
Aus dem Bewiesenen folgt: 
Hat der Ring R ein einziges Holomorph, so ist jeder direkte Summand in R charak-
teristisch. 
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In der Tat, sei R = / ? , + / ? , . Ist nun Rt nicht charakteristisch (also R{, R2^Q), 
so sei v* der im ersten Teil des vorigen Beweises definierte Doppelhomothetismüs. 
Der Doppelhomothetismüs a sei durch 
a(cii+a2) = ( t / 1+fl 2 )ö- = ¡7, («, € /?i , € 
definiert. Dann sind a und v* nicht befreundet, denn für ein mit r/v* r=0 gilt 
(aa)v* = av*, a(a\>*) = 0 
und somit hat R mehrere Holomorphe, was zu beweisen war. 
Über das Holomorph einer direkten Summe können wir folgendes sagen: 
Sind die Unierringe Rl und R> charakteristisch in der direkten Summe 
R — R{ + R2, so entstehen sämtliche Holomorphe von R in der Form H — / / , 4- H2, 
wo Hi ein beliebiges Holomorph von R; ist (i = I. 2). Wenn oho /?,, R2 je ein Holo-
morph haben, so gilt dies auch für R. 
Seien nämlich er,, <r2 Doppelhomothetismen von /?, bzw. R2. Die Doppel-
abbildungen von R 
0"2 O l + « 2 ) 
sind Doppelhomothetismen und für einen maximalen Doppelhomothetismenring 
Z); ( / = 1 , 2) von Ri ist die Abbildung er,- — <7,' (<7,££);) ein Isomorphismus auf einen 
Doppelhomothetismenring Di von R. a[ und a'2 sind immer befreundet, denn 
(3) tri (aa2) = (<r! a)a2 = a'2(aa']) = (aiajal = 0 
ist und ebenso gilt 
(4) a\a'2 =o'2a'\ = 0 . 
(3) bedeutet, daß es für beliebige maximale Doppelhomothetismenringe D, , D2 
einen maximalen Doppelhomothetismenring D von R gibt, der D\ und D\ enthält. 
Ist aber <7 ein beliebiger Doppelhomothetismüs von R, so induziert er je einen Doppel-
homothetismüs fr,, a2 von Rx bzw. R2 und es gilt offenbar o — a\ +a2, d. h. D[ 
und D2 erzeugen D (es ist nämlich klar, daß Di sämtliche Doppelhomothetismen 
aus D enthält, die R in /?, abbilden, denn <7/ und i/ sind offensichtlich dann und 
nur dann befreundet, wenn dies für a i und r ; gilt). Ferner gilt weeen (4) und 
D\ f i D2 = 0 auch D = D\ + D2. 
Umgekehrt, sei jetzt D ein maximaler Doppelhomothetismenring von R und 
,sei <r££). Wie schon gesagt, ist a in der Form a o\ +o2 darstellbar, wo <7/ den 
Ring R in Rj abbildet. Da a und r — x\ +T2(££>) dann und nur dann befreundet 
sind, wenn a[ mit ri,a2 mit r 2 befreundet ist, so gilt gleichzeitig mit <r£D auch 
<Ti ,a2£D. Es bezeichne Di die Menge derjenigen Elemente von D, die R in R, 
abbilden. Wäre der zu Di gehörige Doppelhomothetismenring Of von R( nicht 
maximal, so könnte man einen Doppelhomothetismüs von Rj finden, der mit 
sämtlichen Doppelhomothetismen aus D, befreundet ist. Dann ist aber g/ mit 
sämtlichen Doppelhomothetismen aus Di, also auch aus D befreundet und D wäre 
kein maximaler Ring. Somit sind Dl:D2 maximale Doppelhomothetismenringe 
von Rt bzw. R2 und dann, wie schon bewiesen, gilt D — D\-\-D2. 
= / 7 , FLU (FLJ + F L 2 ) < J , = 0 , ( 7 , 
= o2a2, («, +a2)a'2 = a2 a2 
(atiR,,a2cR2) 
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Das Holomorph H — D+R besteht aus den Elementen (a, a) mit den Kompo-
sitionsregeln (mit Benutzung von o i a ^ o i a ; usw.) 
(a,a) + (x,b) = (<T + T, a + b) = (a\+x\,as + bt) + (a'2 + x2 , a2 + b2), 
(a, a)(x, h) = (<rr, ob + ax + ab) = ( < T | X \ + (j'2x'2 , a\b + a'2b + ax\ + ax'2 + 
+ er, b\ +a2b2) = (<ri x[, <j',bi -A-ciix'x b{) + {a'2x2, a'2b2 + a2x2 + a2b2) 
und so gilt in der Tat H = Hx + H2. 
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